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Dante-Kommentare und die Vorgeschichte der Stochastik 
ROBERT INEICHEN 
Mathematisches Institut der Universittit Freiburg (Schweiz), CH-1700 Fribourg, Switzerland 
Bereits in friihen Kommentaren zu Dantes Divina Commedia findet man im Anschiuss an 
die Beschreibung des gioco della zara rudimentare stochastische Betrachtungen. Der erste 
Kommentar, der solche Ausftlhrungen bringt, stammt aus den Jahren 1324-1328 und nicht 
aus dem Jahre 1477, wie meistens geschrieben wird. Sein Verfasser ist Jacopo Giovanni 
della Lana. Betrachtungen ahnlicher Art findet man noch bei einigen weiteren k’ommenta- 
toren im 14. und 15. Jahrhundert. Q 1988 Academx PXSS, IK. 
On trouve dans les premiers commentaires de la “Divina Commedia” de Dante. certains 
embryons de notions stochastiques a propos du “gioco della zara”. Contrairement a ce qui 
est admis habituellement, le premier commentaire concemant cette question, du a Jacopo 
Giovanni della Lana, remonte aux annees 1324-1328 et non pas a 1477. On trouve des 
considerations analogues chez d’autres commentateurs plus tardifs du 14’ et 15’ siecle. 
0 1988 Academic Press, Inc. 
Early commentaries on Dante’s “Divina Commedia” related to the “gioco della zara” 
contain elementary stochastic notions. The first of them concerned with this question, due to 
Jacopo Giovanni della Lana, was written in the years 1324-1328. and not in 1477, as is 
commonly accepted. Similar discussions can be found in later commentaries from the 14th 
and 15th centuries. o 1988 Academic Press. h. 
AMS 1980 subject classification: OlA40, 60-03. 
Key Words: probability theory, combinatorics, Dante-commentaries, gioco della zara, problem of 
the three dice. 
In fast jeder Darstellung der Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Statistik, die such die Vorgeschichte dieser Disziplinen beleuchtet, findet sich der 
Hinweis auf einen “im Jahre 1477 in Venedig erschienenen Kommentar” zu 
Dantes Divina Commedia, in welchem sich Ansatze zu stochastischen Betrach- 
tungen im Anschluss an ein Chicksspiel, den “gioco della zara”, finden [Tod- 
hunter 1865; Cantor 1913; Hagstroem 1932; Kendall 1956; Biermann 1956; David 
1962; Maistrov 19741. K. G. Hagstroem und L. E. Maistrov nennen such den 
Kommentator, Benvenuto Rambaldi da Imola.- In den folgenden Ausftihrungen 
sol1 dieser Sache nachgegangen werden: Es wird sich herausstellen, dag der so oft 
erwahnte Kommentar rund 150 Jahre alter ist, genauer, da13 diese friihen Ansatze 
zu stochastischen Betrachtungen 1324-1328 aufgeschrieben worden sind, und dal3 
der Kommentator keineswegs Benvenuto Rambaldi da Imola ist, sondern Jacopo 
Giovanni della Lana. 
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1. Dante beginnt den sechsten Gesang des Purgatorio in seiner Divina Comme- 
dia mit den Worten 
“Quando si parte il gioco della zara . . .I’. 
Dieser gioco della zara stellt eine Art “morra” dar; statt mit den Fingern wurde 
aber mit drei Wiirfeln gespielt: der eine der beiden Spieler warf die drei Wiirfel, 
und der andere versuchte, die Summe der drei Augenzahlen vorauszusagen. Da- 
bei sind die Summen 3,4,17,18-nach andern Autoren 3,4,5,6 und 15,16,17,18- 
nicht beachtet worden, weil sie selten auftreten. Bereits frtihe Dante-Kommenta- 
toren beschreiben nun nicht nur das Spiel, sondern versuchen sich such in 
rudimentiiren stachastischen Betrachtungen. 
Darauf hat als erster wohl Libri hingewiesen [Libri 1838141 11, 187 f.]: “La 
Divina Commedia a CtC le sujet d’un grand nombre de commentaires qui renfer- 
ment parfois des faits interessans: C’est dans un de ces commentaires, par exem- 
pie, que I’on trouve la premiere indication de la differente probabilite des divers 
points que I’on peut amener avec trois des”. In der zugehorigen Fussnote zitiert 
er die entsprechenden Stellen aus einem Kommentar “publik B Venise en 1477”; 
einen Autor kann er nicht nennen. Es ist diese Charakterisierung des zitierten 
Kommentars durch Libri, “publie a Venise en 1477”. die-wie oben bereits 
ausgeftihrt-ziemhch allgemein tibernommen worden ist. 
2. Vergleicht man nun den von Libri zitierten Text mit frtihen Dante-Kommen- 
taren, die ja zu einem grossen Teil in neueren Editionen vorliegen, so zeigt sich, 
da13 Libris Zitat aus dem Kommentar von Jacopo Giovanni della Lana stammen 
muss [della Lana 1866/67], der im frtihen Trecento, namlich 1324-1328 
geschrieben worden ist. Und das heiljt doch, da8 die von Libri erwahnten rudi- 
ment&en stochastischen Betrachtungen nicht aus dem Jahre 1477 stammen, son- 
dern 150 Jahre alter sind, eine Tatsache, die uns erwahnenswert scheint. Das 
MiBverstandnis ist erklarlich, denn die ersten Editionen dieses Kommentars fallen 
tatsachlich in die Jahre 1477 und 1478 [della Lana 1477, 14781. In der Ausgabe von 
1477 wird der Kommentar Benvenuto Rambaldi da Imola zugeschrieben; such 
K. G. Hagstroem 1932 und L. E. Maistrov 1974 nennen Benvenuto als Verfasser. 
Indessen hat Benvenuto nichts damit zu tun, im Gegenteil: sein 1375 entstan- 
dener, lateinisch geschriebener Kommentar [da Imola 18871 enthalt sich 
ausdrticklich jeder Beschreibung dieses Ghicksspiels, “quia nulla pestis est perni- 
ciosior in mundo”! 
3. Im Kommentar von della Lana findet man nun Aussagen, die zeigen, da8 
tatsachlich erste Schritte in Richtung einer stochastischen Betrachtungsweise ver- 
sucht worden sind. Einige Beispiele dieser wirklich erst tastenden Versuche: 
-Summen von Augenzahlen, die auf mehr Arten erzeugt werden konnen, 
mtissen such ofters auftreten als die andem (“. . . quell0 numero the gli e piu 
volte dee piu spesso venire”); 
-die kleinste Summe, 3, kann nur auf eine Art realisiert werden, namlich 3 = 
1 + 1 + 1 (“. . . non pu2, venire se non in uno modo, cioe quando ciascuno dado 
viene in asso”), ebenso 4 (!), ebenso 17 (!) und 18. Und weil diese Summen sich 
nur auf eine Art erzeugen lassen, werden sie im Spiel nicht berucksichtigt, damit 
266 NOTE HM 15 
das Spiel nicht langweilig wird und man nicht zu lange warten mu8 (“. . . per 
ischivare tale fastidio e per non aspettare troppo”); 
-die Summen zwischen 4 und 17 konnen auf mehr Arten erzeugt werden als 
die eben genannten; 
-jene Summe, die auf mehr Arten realisiert werden kann, wird zu Recht als 
bessere bezeichnet (“. , . quel numero the in piu modi pub venire, quella e detta 
miglior volta di ragione”). 
Unser Kommentator weilj such urn das Wirken des Zufalls: Oftmals kommt 
gerade jene Summe, die weniger oft kommen sollte (“ma molte fiate viene piut- 
tosto quella the in meno volte puo venire”)! 
Wie wir bereits gesagt haben, schreibt della Lana, dass sich such 4 nur auf eine 
Art erzeugen lasse: “quattro non puo venire in tre dadi se non in uno modo, cioe 
l’uno dado in due e due dadi in asso”, also 4 = 2 + 1 + 1. Wir wiirden hier 
nattirlich noch permutieren und sagen, 4-und ebenso 17-lasse sich auf drei 
At-ten realisieren. Ein Versehen oder ein noch ungentigend entwickeltes Ver- 
stgndnis fiir gleichmogliche, also fur gleichwahrscheinliche Falle? 
Dazu zwei Bemerkungen. Zunachst: Es gibt aus nahezu demselben Zeitraum, 
aus den Jahren 1250-1300, ein Werk, das dieses Problem vollstandig, in aller 
Ausfuhrlichkeit und mit allen notwendigen und wirklich stichhaltigen Begrtin- 
dungen behandelt. Es ist dies De Vetula, ein Werk, “dem zwischen dem 13. und 
dem 15. Jahrhundert eine ausserordentliche Verbreitung und Wirkung zuteil 
wurde”, wie der Herausgeber einer kritischen Ausgabe dieser Dichtung [Klopsch 
19671 schreibt. Doch war diese Behandlung des Problems der drei Wtirfel wohl 
della Lana und den anderen frtihen Dante-Kommentatoren nicht bekannt [In- 
eichen 1986, 1987a]. Und weiter ist zu sagen, da13 das Auszahlen der gleichmdg- 
lichen Falle such spater gelegentlich noch Miihe gemacht hat. Man darf hier einen 
Brief von G. W. Leibniz an W. Bourguet aus dem Jahre 1714 erwahnen, in wel- 
them er-400 Jahre nach della Lana!-schreibt [Leibniz 1887, 569-5701: “L’art 
de conjecturer est fonde sur ce qui est plus ou moins facile, ou plus ou moins 
faisable, car le latin facilis derive a faciendo veut dire faisable mot B mot: par 
exemple avec deux des, il est aussi faisable de jetter douze points que d’en jetter 
onze, car l’un et l’autre ne peut se faire que d’une seule man&e; mais il est trois 
fois plus faisable d’en jetter sept, parce que cela se peut faire en jettant 6 et 1, 5 et 
2 et 4 et 3; et une combinaison ici est aussi faisable que l’autre.” Fur uns ist doch 
zum Beispiel 12 = 6 + 6, aber 11 = 5 + 6 = 6 + 5. Es liegt hier also derselbe 
Fehler vor wie bei della Lana. 
4. Wir wollen nun anschliessend noch einen Blick auf andere frtihe Dante- 
Kommentare werfen [ 11. 
-Der Ottimo Commento, 1334 von einem Freund Dantes verfasst, bringt 
zum gioco della zara im wesentlichen dieselben Ausftihrungen wie della Lana; er 
wird tibrigens such als abhangig von jenem von della Lana betrachtet [L’Ottimo 
Comment0 1827/29]. 
-Von den zahlreichen weiteren Kommentatoren des Trecento bringt nur 
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noch Francesco da Buti 1385 Ausfiihrungen zu unserem Thema [da Buti 1858/621. 
Das Problem der drei Wiirfel behandelt er eingehender als della Lana, was die 
Zerlegungen der verschiedenen moglichen Summen anbelangt. Indessen betrach- 
tet such er die bei einer Zerlegung eventuell moglichen Permutationen nicht; 
zudem fehlen bei gewissen Summen einzelne Zerlegungen [2]. Bei Francesco da 
Buti wird nun aber such der gioco della zara mit nur zwei Wiirfeln betrachtet. Von 
den moglichen Summen werden jetzt 2,3 und 11,12 im Spiel nicht berticksichtigt; 
“perche non possano venire se non in uno modo”. Es zahlen also nur die Sum- 
men 4,5,6,7,8,9,10: “. . . quali the possano venire in due modi o in piu sono 
acettati . . .“. Hier, beim Problem der zwei Wiirfel, sind alle genannten Summen 
richtig und vollstandig zerlegt; wiederum fehlen aber die Permutationen. Auch 
hier wird festgestellt, da13 manchmal Summen realisiert werden, die weniger oft 
kommen sollten, weil sie durch weniger Zerlegungen reprasentiert werden als 
andere 
Von den Kommentatoren des 15. Jahrhunderts ist in unserem Zusammenhang 
nur noch Giovanni da Serravalle zu nennen. In seinem lateinisch geschriebenen 
Kommentar, den er zu seiner lateinischen Uebersetzung der Divina Commedia 
aus der Zeit 1416/17 gibt [da Serravalle 18911, weist er zunachst den “ludus taxil- 
lorum ad azaram” ganz eindeutig den Gliicksspielen zu: “fortuna” ist im Spiel! 
Dann wird definiert, da13 unter “Volta” die Summe der Augenzahlen (“numerus 
punctorum”) verstanden wird, da13 Summen zwischen 7 und 3 als schlechte Sum- 
men (“malae voltae”) zu bezeichnen sind, weil im Spiel mit drei Wurfeln die 
Summen 6 oder 5 selten kommen, aber 4 und 3 noch seltener: “, . . quia cum 
tribus taxillis raro veniunt sex vel quinque, et rarius quatuor vel tria”. Ahnliches 
wird von den Summen zwischen 14 und 18 gesagt. Summen zwischen 13 und 7 
werden als gute Summen bezeichnet, weil sie haufiger eintreten: “. . . quia fre- 
quentius eveniunt”. Weitere Ausfiihrungen zur mathematischen Seite des Spiels 
bringt Giovanni da Serravalle nicht. 
5. Damit diirften alle jene unter den fruhen Dante-Kommentatoren, die im 
Anschluss an den gioco della zara einige tastende Schritte im Hinblick auf eine 
mathematische Behandlung dieser stochastischen Situation getan haben, auf- 
gezahlt sein. Wir haben gesehen, da13 diese Schritte im folgenden bestehen: 
-Es wird erkannt, da13 der Zufail im Spiel ist. 
-Man stellt fest, da13 fur die Beurteilung der Chancen im zara-Spiel die Zahl 
der Realisierungsmiiglichkeiten der verschiedenen Summen entscheidend ist. 
-Man erkennt also einen Zusammenhang zwischen der Anzahl dieser Reali- 
sierungsmoglichkeiten und der Htiujgkeit des Auftretens; es diirfte sich dabei urn 
erste Ahnungen eines Sachverhaltes handeln, der in den Umfeldern der “stati- 
stischen Regelmassigkeit” und des “Gesetzes der grossen Zahlen” liegt [3]. 
-Man versucht teilweise, diese Realisierungsmoglichkeiten explizit durch 
Zerlegen der einzelnen Summen in drei Summanden (bzw. in zwei Summanden) 
anzugeben. Man unterhifit es aber, die Summanden zu permutieren und erhalt 
deshalb im allgemeinen keine gleichmoglichen Falle. 
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NOTES 
1. Eine iibersicht iiber diese Kommentare gibt z.B. [Tavani 19761. Ich danke an dieser Stelle Maria 
Teresa Bise-Casella (Villars-sur-Glane) und Ivana Bosoppi (Stansstad) fur ihre grol3e Hilfe bei der 
Beschaffung und der Durchsicht dieser Kommentare. 
2. In der Vorgeschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird oft nur die Entwicklung des Teilungs- 
problems, des “probleme des partis”. betrachtet. das ja tatsachlich bei den verschiedensten Autoren 
und auf ganz verschiedenen Stufen der Behandlung auftritt. Man sollte jedoch nicht iibersehen, da8 
such das Problem der drei Wtirfel immer wieder auftaucht, jedoch schon vie1 friiher. namlich in der 
zweiten H&lfte des 13. Jahrhunderts, richtig und unter Berticksichtigung des stochastischen Charak- 
ters gel&t worden ist [Ineichen 1987al. 
3. Fur eine Skizze der Entwicklung dieser Erkenntnisse siehe [Ineichen 1987b]. 
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